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RAPPELS ET NOTATIONS 
Le corps de base K est algkbriquement clos, de caractbristique z&o. 
Soit g une algkbre de Lie r&soluble, de dimension finie sur K. On notera G 
le plus petit groupe algCbrique d’automorphismes de g dont I’algkbre de Lie 
contient adg. On notera g* I’espace dual de g, g*/G l’espace des orbites de G 
dans g*, qu’on munit de la topologie quotient de la topologie de Zariski sur 
g*. On notera U(g) I’algbbre enveloppante de g, S(g) son algkbre symetrique, 
Prim U(g) l’espace des idCaux primitifs de U(g), Spec U(g) l’espace des 
idCaux bilatkres premiers de U(g), (Spec S(g))G l’espace des idCaux premiers 
G-invariants de S(g). 
L’application de Dixmier [3]: G f H I(f), qui applique g*/G dans 
Prim U(g), est surjective [6], [2] et continue [l]. Lorsque g est nilpotente, 
elle est bijective. Dans ce cas, les G-orbites dans g* sont des ensembles fermCs 
irrCductibles et s’identifient done ?I certains ClCments de (Spec S(g))c. Lorsque 
g est nilpotente, Gabriel et NouazC ont dCfini une bijection /3 de Spec U(g) 
sur (Spec S(g))G telle que la restriction de p-l a g*/G coincide avec l’applica- 
tion de Dixmier. 
Soit r un groupe algCbrique connexe d’automorphismes de g. Le groupe r 
op&e dans g*/G et dans Prim U(g) par des actions compatibles avec l’applica- 
tion de Dixmier. 
A l’aide d’un rCsultat partiel obtenu par R. Rentschler [8] concernant la 
bicontinuitk (vraisemblable) de l’application de Dixmier, nous montrons ici 
que, lorsque g est nilpotente, les T-orbites dans Prim U(g) sont ouvertes dans 
leur adhCrence, set sont m&me fermCes si r est form6 d’automorphismes 
unipotents. (Ce dernier rhsultat est en quelque sorte un analogue non com- 
mutatif de thCor&mes de Rosenlicht [9].) 
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LEMME 1. (R. Rentschler [S]). 5’ u pp osons g nilpotente. Soientp E (Spec S(g))G 
et q = p-l(p). Soient Y(p) l’ensemble des ideaux p’ E (Spec S(g))G qui con- 
tiennent p, et V(q) l’ensemble des ideaux premiers de U(g) qui contiennent q. 
I1 existe des ouverts non vides U de Y’(p) et V de V(q) tels que la restriction de 
/3 a V soit un homeomorphisme de V sur U. 
LEMME 2. Avec les notations du Lemme 1, on a /F(p) = nc.fo++) I(f). 
Demonstration. Soient U et V comme dans le Lemme 1. Comme Vest un 
ouvert dense de V’(q) et comme Prim U(g) n V(q) est dense dans ‘%‘“(q), 
I’ensemble V n Prim U(g) est dense dans V’(q). On a done: 
9= n I = n w. 
I~vnPrimWg) G.fe U 
Comme U est un ouvert dense de 9’(p) et comme g*/G n V(p) est dense 
dans V(p), l’ensemble U n g*/G est dense dans V(p), et la continuite de 
l’application G .f~ I(f) entraine: 
9 = G-y(f) = n w. 
G.fEep) 
THBORBME 1. Supposons g nilpotente. Si deux I-orbites dans Prim U(g) 
ont la m@me adherence, elles sont &gales. 
Demonstration. Soient fr , f2 E g* telles que les T-orbites de I(fi) et I(fJ 
aient la m&me adherence, c’est-a-dire: 
n 4rfi) = n Icrfi) = 9. 
ver ver 
Comme r est connexe, la continuite de f F+ I(f) entraine que l’orbite de 
I(f) est irreductible, c’est a dire q E Spec U(g); (voir aussi le Lemme 5). 
Soit pi (i = 1, 2) l’ideal de S(g) f orme des polyn6mes qui s’annulent 
sur I’orbite TG . fi . D’apres le Lemme 2, on a q = jF(p,) = ,W(p,), done 
p1 = pa . Autrement dit, les orbites TG . fi et rG . fi ont la m&me adherence. 
Comme elles sont ouvertes dans leur adherence, elles sont Cgales. 
COROLLAIRE 1. Soient 6 une algebre de Lie, g un ideal nilpotent de b, 
r le plus petit groupe algebrique d’automorphismes de b dont l’algebre de Lie 
contienne ad h, L un ideal primitif de U(b). Les ideaux primitafs de U(g) qui sont 
lj-gkrzeriques pour L n U(g) (cf. [4]) forment une r-orbite dans Prim U(g). 
En effet, un ideal primitif I de U(g) est Ij-generique pour L n U(g) si et 
seulement si L n U(g) = nyPr y(l), autrement dit si I’adherence de r(l) dans 
Prim U(g) est I’ensemble ferme defini par L n U(g). 
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COROLLAIRE 2. Soient g une a@bre de Lie rho&&e, I un id&al primitif de 
U(g), t un idial nilpotent de g; posons K = I n U(f). Pour tout idhal primitifL 
de U(f) g-g&‘rique pour K, il existe une reprhentation irr&ductible 0 de f, de 
noyag L dans U(f), une reprhentation irrt!dwtibZe p de ij = st(o; g) = st(L; g), 
telles que p / f soit un rn~~t~p~e de CI et que Ind(p, g) soit ~rr~ductible~ de noyau I 
duns U(g). 
Cela rtsulte de [4, Prop. 5-51 et du Corollaire 1. (Le Corollaire 2 etait 
presume dans [4, Remarque 6-11.) 
LEMME 3. Soient b une a&bye de Lie, g ula idkal r&soluble de Q, K- un id&al 
bilathe premier $-invariant de T/(g) tel que les seuls &ments du corps des 
fractions de U(g)/K annult% par b soient les scalaires. 
(i) L~~nterse~t~n z des idkaux bi~at~es premiers lj-invariasts de U(g) 
qui contiennnent strictement K est dz$%reute de K. 
(ii) Si b est nilpotente, K est maximal parmi les idkaux bilatbres premiers 
Ij-&variants de U(g). 
(if est prouve dans 13, Lemme 3-4; 51. Nous allons prouver (ii) en reprenant 
la demonstration du Lemme 3-4 de [3] dans le cas oh $ est nilpotente. 
L’assertion se demontre par recurrence sur dim g. Soit g’ C g un ideal de h 
de codimension 1 dans g. Posons K’ = K n U(g). C’est un ideal bilatere 
premier, h-invariant de U(g), et les seuls elements de U(g’)/K’ annuICs par h 
sont les scalaires. Soit L un ideal premier h-invariant de U(g) contenant 1% 
Alors L n U(g’) contient K”, done L n U(g) = K’ d’apres l’hypothbe de 
recurrence. 
Supposons L f K. Alors K = U(g) K’ [3, Lemme I-121. Soient x E g, 
x # g’, et n Ie plus petit entier tel qu’il existe a = x”a, -I- a*’ + a, EL avec 
a, ,..., a, E U(g), a, 6 K’. (Tout element de U(g) s’ecrit de man&e unique 
C x*aB , avec a, E U(g) pour tout p). 
Soit p la representation adjointe de h dans U(g). Pour tout y E h, on a 
p(y) . x E g’, done P(Y) . a E X%(Y) .4 + Cl-” x*fJ(g’). 
L’espace vectoriel ~(~{~)~ *a, est de dimension finie, stable par h et non 
contenu dans K’. 11 existe done u E U(h) tel que p(u) * a, $6 K’, et que 
p(y) p(u) . a, E K’ pour tout y E h. On a: 
et p(u) . aEL. En remplaqant a par p(u) * a, on se rambne done au cas oti 
k, a,] E K’. On a alors, pour tout y E h, 
n-2 
Iv, al E K: + =+Ty, 4 a, + x*-‘[y, 4-J + C xpW) 0 
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et [~,a] EL. De la definition de I’entier n, il resulte que n[y,x]a, + [y,a+,] E K’, 
soit [y, nxa, + a,-,] E K’. Done nxa, + a,-, est scalaire modulo K, d’oti 
a, E K’ puisque .K = U(g)K’, contradiction, done L = K. 
LEMME 4. Soient g me algtbre de lie r&soluble, T un groupe a~~~br~e 
connexe d’antomorphismes de g, (Spec U(g))r l’~~b~e des idiaux b~Zat~res 
premiers de U(g) invariants par IT Si un point K E (Spec U(g))’ est tel que fes 
seuls &ments invariants par r du centre de Fractf U(g)/K) soient les scalaires, 
il est ouvert dans son adhkence dans (Spec U(g))r. Si g est nilpotate, et si F 
est forme’ d’automorphismes unipotents, K est un point fermi. 
En effet, soit 5 l’algebre de Lie de I. Un ideal K de U(g) est stable par r 
si et seulement si il est stable par 5. Si on note b le produit semi-direct s x d g, 
alors (Spec U(g))~ est I’ensemble des ideaux bilateres premiers ~)-in~ariants de 
U(g). Si K est un tel ideal, Ies elements invariants par I’ du centre de 
Fract( U(g)/K) sont exactement les elements annul& par h. Enfin la propriete 
I? # K, (resp. K maximal dans (Spec U(g))=), Cquivaut a: {K) est ouvert 
dans son adherence dans (Spec U(g))r, (resp. {K} est ferme dans (Spec U(g))r. 
LEMME 5. Soient g une alg2bre de Lie, r un groupe algkbripue connexe 
d’antomorphismes de g, I un idkaE bilat&e de U(g), K = flyer y . I 
(i) Si I est premier, K est premier. Si f est ~omp~~tement premier, K est 
c5mpQtement premier. 
(ii) Si I est compktement premier, et si le centre de Fract(U(g)/I) est 
rt!duit aux scalaires, alors les seuls e’ltfments invariants par .r du centre de 
Fract( U(g)/K) sent les scalaires. 
D~~~tration. (i) K est le plus grand id&al bilathe de U(g) stable par 
I’algebre de Lie de r contenu dans I. On en deduit facilement que si r>, , . . . , D, 
est une base de I’algebre de Lie de I, alors K = (x EI; D”(X) EI pour tout 
n E ND) (Pour n = (n, ,..., n,) EN”, on pose Dn = OFI .., Dzn). 
On munit Nn de l’ordre total suivant, compatible 2 l’addition (cf. [4]): 
i = (il ,..., i,) <j = (j, ,..., j,) si, ou bien i1 + ... + i, <j, + ... +j,, 
ou bien i1 + ... + i, = j, + ... + j, et i < j pour l’ordre lexicographique. 
Supposons I premier. Soient a et b E U(g) tels que aU(g)b E K et b $ K. 
Soit n te plus petit multi-indice tel que D%(b) #I et supposons que D<(a) EI 
pour tout i < m, Soit x E IT(g). On a: 
I3 D”+“(axb) = C q,i,kDi(a) D?(x) P(b) 
i+G-k=m+n 
oti les oli,j,k sont des entiers strictement positifs. Comme D”(a) E I pour i < m 
etD~(b)~Ipourk<n,etque:i+j+k=m+n,m<~,n<k~=>=m, 
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j = 0, k = rz, on voit que @(a) xD”(b) ~1 pour tout x E U(g), done 
D”(a) E I puisque I est premier. Par recurrence, on en deduit que a E K. 
Done K est premier. 
On montre de la mCme facon que K est completement premier si I pest. 
(ii) Soient a et b E U(g), 6 $ K, d’images a et b dans ~~~g)~~, tefs que 
y(&-l) = 6l pour tout y E I’ et izir--1 central dans Fract( U{g)/K). 
Comme 6 Ifi fly y(I), on peut supposer que b #I. 
Soit 7: U(g)/K H U(g)/I. Alors ~(8) +6)-r est central dens Fract( U(g)/I), 
done Cgal a un scalaire h. Dow u = Ab - a ~1. Comme ~6-1 est central, 
iI commute B 6, done a commute B 6. Pour tout y E r, on a done: 
y(n) y(5)-1 = a&-1 = &-la, done: &y(z) = @(6) 
d’oti u,, = by(a) - ay(b) E K. On a y(u) = X,(b) - y(a), d’ou 
by(u) = My(b) - by(a) = (Ab - a) y(b) - uy EI. 
Comme b $ I, cela entraine y(u) E I, done g6-l = h. 
TH3?ORllME 2. Soient g me u&&bre de Lie ni~~ot~te, F un pp-oupe ~~~b~‘~e 
eonnexe d~~utom~ph~smes de g. Les F-orb&es duns Prim. U(g) sent ouvertes 
dans leur adhkence. Si r est forme’ d’automorphismes unipotents, elles so& 
f ermies. 
Dt5monstration. Soit I E Prim U(g). Alors I est completement premier et 
le centre de Fract( U(g)/I) est reduit aux scalaires ([3]). D’aprbs Ies Lemmes 4 
et 5, l’ideal K = &r y(l) est un point de (Spec U(g))r ouvert dans son 
adherence, (un point fermC si I’ est forme d’automo~hismes unipotents). 
II est clair que I’application I t-t K de Prim U(g) dans (Spec U(g))r est 
continue. Par suite, l’image reciproque de K est un ensemble ouvert dans 
son adherence, (un ensemble ferme si I’ est form6 d’automorphismes uni- 
potents). Elle consiste en les I’ ~Prim U(g) dont l’orbite sous I’ a mCme 
adherence que celle de I, et coi’ncide done avec I’orbite de I, d’apres le 
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